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Zusammenfassung. Die Wärmeleitungsgleichung mit zeitlich variabler Umgebungstemperatur sowie mit einer räum- und 
zeitabhängigen Quellenverteilung wird der Laplace-Transformation bezüglich der Zeit unterworfen und die Lösung im Unter-
bereich angegeben. Es handelt sich um Fälle, in denen die klassische Methode der Eigenfunktionen versagt. Diffusionsprobleme, 
die mathematisch einer Gleichung desselben Types genügen, können genau so behandelt werden. 
Die Lösung in der Bildebene wird sodann nur für gewisse interessierende Temperaturen an diskreten Stellen der Ortskoordi-
nate betrachtet, und ferner — für die Mitteltemperatur — die Ortsabhängigkeit durch Mittelbildung eliminiert. Beim Übergang 
in den Oberbereieh werden gewisse Temperaturfunktionen eingeführt, die einem System gewöhnlicher Differentialgleichungen 
nach der Zeit genügen. Außerdem werden einige Konstanten als Parameter benutzt, die die Anwendung und die Übersichtlichkeit 
der Methode wesentlich erleichtern. 
Auf diese Weise gewinnt man die zeitabhängige Lösung für jede der erwähnten Stellen als Lösung je eines Systems gewöhn-
licher Differentialgleichungen, wobei die Genauigkeit durch Mitnahme einer hinreichenden Anzahl von Gleichungen beliebig 
gesteigert werden kann. Das Problem ist somit auch auf einem Analogrechner behandelbar. 
Es besteht eine gewisse Analogie zu einem Differenzenverfahren bezüglich der Ortskoordinate, doch liegt der Vorteil dieser 
Methode darin, daß die Genauigkeit nicht von der Wahl einer Schrittweite abhängt. 
Summary. FOXJBIBR'S equation of heat conduction with time dependent ambient temperature and space and time dependent 
source distribution is treated by a Laplace transformation with respect to time and a solution is given in the complex plane. In 
the given problems the classical method of eigen-functions is not possible. Diffusion problems which are described by the same 
type of equation may be treated in the same manner. 
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The solution in the subsidiary domain is then considered only for some interesting temperatures a t discrete values of the 
spatial coordinate, and moreover — for the mean temperature — the space dependency is eliminated by an averaging process. 
When going back to the real domain certain temperature functions are introduced which satisfy a system of ordinary differential 
equations with respect to time. Furthermore some constants are introduced as parameters which facilitate the use and the clear­
ness of the method. 
In this way the time­dependent solution for each of the mentioned discrete positions is obtained as a solution of a system of 
ordinary differential equations, where the accuracy can be improved arbitrarily by increasing the number of equations. The 
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lies in the fact tha t the accuracy does not depend on the choice of lattice stepwidth. 
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1.1. Lösung des Problems in der komplexen Bildebene 
nach Laplace- Transformation 
Die T e m p e r a t u r v e r t e i l u n g Q(r, t) i n e i n e m B r e n n ­
e l e m e n t w i r d i m a l l geme ins t en F a l l d u r c h d ie i n s t a ­
t i o n ä r e F o u r i e r ­ W ä r m e l e i t u n g s g l e i c h u n g 
VuCu1^-=äiy[Åu gvad Θ (lt)] + W(t) (1) et 
b e s c h r i e b e n . 
W i r b e h a n d e l n d a s P r o b l e m i n Z y l i n d e r k o o r d i n a t e n , 
d a d iese d e r G e o m e t r i e n u k l e a r e r B r e n n e l e m e n t e m e i s t 
a m b e s t e n a n g e p a ß t s ind . M i t A i t = cons t u n d u n t e r 
V e r n a c h l ä s s i g u n g des W ä r m e f l u s s e s i n A c h s e n r i c h ­
t u n g , d . h . < c g i l t : 











0 [ ° C ] 
f [s] 
r [ m ] 
T l r [ kcal W 
T e m p e r a t u r l e i t f ä h i g k e i t , 
kcal 
W b C 
m3 
kcal 
k ï ^ C 
T e m p e r a t u r . 
Ze i t , 
Z y l i n d e r k o o r d i n a t e , 
W ä r m e q u e l l e (pro V o l u m e n e i n ­
he i t ) , 
W ä r m e l e i t f ä h i g k e i t , 
spezif isches G e w i c h t , 
spezif ische W ä r m e . 
Die L a p l a c e ­ t r a n s f o r m i e r t e Gl. (2) m i t 6(r, 0) = 0 
l a u t e t [die L a p l a c e ­ T r a n s f o r m i e r t e v o n θ (r, t) b z w . W(t) 
w i r d m i t Θ (r, s) b z w . W (s) b e z e i c h n e t ] : 
0(r,s)-- 8*&(r,s) 1 8@(r,s) W(s) dr2 dr λ„ * ' 
U m die a l l g e m e i n e L ö s u n g d e r h o m o g e n e n Dif fe ren t ia l ­
g l e i chung 
d20(r,s 1 dØ{r,s) s „ 
dr2 r õr a2 v ' v ' 
z u b e s t i m m e n , w i r d (4) d e r T r a n s f o r m a t i o n 
u n t e r w o r f e n ; d a b e i g e h t d ie D i f f e ren t i a lg l e i chung (4) 
in die b e k a n n t e Di f f e ren t i a lg l e i chung d e r mod i f i z i e r t en 
B e s s e l ­ F u n k t i o n ü b e r , d . h . i n 
«W + i iW_0 ( f f ) = = o da2 da (5) 
D i e a l l geme ine L ö s u n g d e r i n h o m o g e n e n Differen­
t i a l g l e i c h u n g (3) l a u t e t d a n n : 
(6) 
Θ (r, 8) = Φί (s) I0 '- ye + Φ2 (s) K0 iL yã + 
W(s) 1 
« Yu Cu 
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Für die im folgenden benutzten Bessel­Funktionen 
gelten die Beziehungen: 
k = 0 
oo 
4(z)= Σ (-1)* 
J0(iz) = I0(z) 







Z \ 2 * + l 
Z \ 2 t 
&!(& + ! ) ! 
Ji(«) 
= Jo(*) Λ (2) 
Τ M- Y i í i -
/ z \ 2 * + l 
r ^  _ V 1 Ϊ 
l W ~ * 4 *«(* + «I 
70(iz) = J0(z) 





¿Ζ = ƒ»(* )■ 
AW 
Aus den beiden Randbedingungen des Problems wer­




folgt, daß ø2(s)=0. 
Bezeichnet man die Oberflächentemperatur des 
Brennstabes mit 0n(s), d .h . 0(r, s)| r= r„ =0ro(s), so 





mit r0 [m]­Brennstabhalbmesser. 
Die Temperaturänderung im instationären Betrieb 
kann in der Bildebene wie folgt geschrieben werden: 
W(s 
Yucu Ι,ι r° 0 , ­ V S ■jj—r* 
X 
X Io(^ysj0(r,s)-Io(^]isjen(s) 










= Wärmeleitfähigkeit der Gasfüllung zwi­
schen Brennstoff und Hülle, 
„, = Wärmeleitfähigkeit der Brennstabhülle, 
ms C J ° 
^Ä [ m ] = Dicke des Gasspaltes, 
δζ [m] = Wanddicke des Hüllrohres, 
®H [°C] = Randtempera tur = Umgebungstempera­
tu r (Rand des Problems) 
und (7) ergibt sich die Oberflächentemperatur des 
Brennstabes : 
Als öjj wurde die äußere Oberflächentemperatur 
der Brennstabhülle gewählt. 
Soll z .B . die Speicherung der Wärme in der Brenn­
stabhülle berücksichtigt werden, so wird man 6R als 
die innere Oberflächentemperatur der Hülle betrach­
ten. 
I n diesem Falle ha t der Æ­Faktor die einfachere 
Form 
1 1 E-- r0?-u h rn 
h 
Benutzt man den exakten Ausdruck der mittleren 





Abb. 1. Längsschnitt eines Keaktor­Kühlmantels 
so ergibt sich aus (7): 




21 ' r ° »­¡Γ* 
W(s) 
s 7u cu 
Aus (9) und (11) bekommt man 
W(s) _ 'h[~T' j-EaplJ^-yi x 
Yucu {ras + 2a2E)I1(^p^-
X ©„(e) + 2a2 ESIL {^- }'ή Θκ(3) 
ρ 







- Er0a Wv ys) 
weiterer Umformung folgt: 
= s0u(s) + 
2Ed- •Μτΐ ■) 
Der angegebene ÆZ­Faktor gut für die in Abb. 1 dar­
gestellte Anordnung. 
Eraapl0 (-£- pj -(r0s + 2Ea2) I, ( ­^ l'i 
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Es werden nun zwei Konstanten als Abkürzung ein­
geführt, nämlich: 
4 P- Ern [ - ] , 
Die Einführung dieser beiden Konstanten ist entschei­
dend für die ÜbersichtUchkeit der weiteren Operatio­
nen; sie sind als Parameter des Problems zu betrach­
ten. Die Gl. (13) kann damit geschrieben werden: 
wobei 
W(s) 
Vu cu = « © , ( « ) + 9 » ( β ) [ θ „ ( « ) ­ θ Λ ( β ) ] , (14) 
<p(s) = 2βΙλ fl/vã) 
p-sI0Q/vs) ­ 2 11 ­ ­f­ ν s) Ii (p s) 
(15) 
Damit ist es gelungen, die partielle Differential­
gleichung (1) durch die gewöhnliche Gl. (14) in der 
Bildebene zu ersetzen. Die physikalische Bedeutung 
der einzelnen Terme ist nach wie vor erhalten geblie­
ben, nämlich: 
W(r, t) ­> W(s) Wärmequelle, 
/»c» 8e{8rt't) -+Yucus0u(s) Wärmespeicherung, 
div [λυgrad θ (r, t)] ­» γη cu φ {s) [&u (s) ­ 0R (s)] 
Wärmefluß. 
I m Ausdruck (14) t r i t t nur eine Temperatur des 
Körpers auf, und zwar die mittlere ; die zweite Tempe­
ratur, QR(t), ist eine zeitabhängige Randtemperatur , 
die beliebig gewählt werden kann. Bei genauerer 
Rechnung wird man z .B . fürθκ (t) die Innentemperatur 
der Brennstabhülle wählen und damit die Wärme­
speicherung in der Hülle von der des Brennstabes 
trennen. I n vereinfachten Rechnungen kann QR auch 
als die mittlere Kühlmit tel temperatur betrachtet 
werden. 
Die Konstante ρ wird entsprechend der Wahl der 
Randtemperatur berechnet. K a n n z .B . die Wärme­
übergangszahl zwischen Brennstabhülle und Kühl­
mittel nicht als Konstante betrachtet werden (Siede­
wasserreaktoren, Durchsatz­ und Druckänderung des 
Gases bei gasgekühlten Reaktoren, nicht vernach­
lässigbare Temperaturabhängigkeit der Wärmeüber­
gangszahl bei organischen Kühlmitteln), so darf QR(t) 
höchstens als Außentemperatur der Brennstabhülle 
betrachtet werden. 
Wird z .B. als Kontrollfläche des zu betrachtenden 
Problems die Oberfläche eines Brennelements ange­
nommen, so ist (14) eine Gleichung des simultanen 
Differentialgleichungssystems, das das instationäre 
Verhalten beschreibt. 
Die Beschreibung des Wärmeüberganges von 
Brennstaboberfläche zu Kühlmittel und die des Wärme­
transportes durch das Kühlmit tel längs der Brenn­
elemente ist ein Problem für sich, das hier nicht be­
t rachtet wird. 
1.2. Greensche Funktion des Wärmeflusses 
Der wichtigste Term bei der Lösung des Problems 
(14) ist das Produkt von zwei Funktionen, und zwar 
der Temperaturdifferenz [€>u(s) — 0R(s)~\, genannt 
„Eingangsfunktion" (Ursache), mit 93 (s), genannt 
„Übertragungsfunktion" ( Gewichtsfunktion). 
Die „Greensche Funkt ion" des Problems Q(t) ist 
die Laplace­ rücktransformierte Übertragungsfunktion, 
< U ' · G(t)=(ü-i{<p(s)}. (16) 
Die Gewichtsfunktion 95(5) ist meromorph mit unend­
lich vielen Polen, die in der ganzen komplexen Ebene 
isoliert hegen. Trotz der vorkommenden Vs ist diese 
Funkt ion in der Umgebung von s = 0 eindeutig. Nach 
einmaligem Umlauf (wenn ]/s in —Vs übergegangen 
ist) kehrt die Funkt ion 93(5) zu ihrem ursprünglichen 
Wert zurück. Fü r s = 0 verschwindet außer dem 
Nenner auch der Zähler von ç>(s), so daß hier keine 
Singularität vorliegt. Es läßt sich leicht zeigen, daß 
limç>(e)=—¡ r ¡­s-¡-or v{l ■p) (17) 
1.3. Rücktransformation der Übertragungsfunktion 
Die meromorphe Funkt ion 99(5) wird in eine 
Partialbruchreihe entwickelt : 
<P(s) Π (8) ψ (s) Σ η=\ s-\- Qn (18) 
mit 
77(s) = 2s7 1( j / re) 
f(s)=VvsI0(Vvs) 2ll-fvs)I1(]/v8 
0 ­^­ = Pole der Funkt ion φ (s) und 
ρ2 an= Residuen von ψ(β) in den Polen — . 
Man findet: 
a„ = lim Π (8) 
Π -




Die Lage der Pole best immt man aus : 
Ψ (s) = y ™ i0C]/v8) ­ 2 ( 1 ­ 1 ­ veji^yve) = 0 . (20) 
Die Lösungen der transzendenten Gl. (20) werden auf 
der negativen reellen Achse der komplexen Bild­
ebene s gesucht, d .h . : 
j>s = — ρ 2 ­>ρ = ± i ]/iFs, (21) 
so ergibt sich aus (20) 
f «·)*.>-·- } (22) 
(ρ1;ρ2; . . . , ρ * . . . ) . J 
In der Gl. (22) t r i t t die eingeführte Kons tan te p 
als Parameter auf. Die ersten 9 Nullstellen der Gl. (22) 
können aus den Abb. 2—10 für χ=1 entnommen 
werden. 
Da die negativen ρ dieselben Nullstellen wie die 
positiven ergeben, kann man sie weglassen. 
Um die Koeffizienten an zu bestimmen, wird zuerst 
die Ableitung der Funkt ion ■yj(s) berechnet: 
ρ Λ ( ρ ) ­ 2 1 
dip 
ds 
Ρ vs — . 2ik7o(V­)­
+ |-(4 + 2»+4 Ii(ps). 
(24) 
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Unter Berücksichtigung des Ausdruckes (21) folgt: 
ν I0 (ps) _ ν J„(g) _ ν J0(g) 
Setzt man (31) in (32) ein, so ergibt sich die Inte­
gro­Differentialgleichung 
2ps I, (ps) ±2ίρ ±ÍJ¡(Q) 
Aus (22) bekommt man 
2ρ Jxtø) · W(t) 
Vucu , ( « ) ■ 2+ Σ 
J0(Qn) 2(i + ­ |eå 
v(l+p) 
χ [ β « ( * ) ­ β Λ ( 0 ] 
n—l ' n 
4 
Χ 
Für ■í(e») Qn 
2s 





ergibt sich daher: 
" v2(l + p) 
Setzt man zur Abkürzung 
P' 
(25) 
Nach einmaliger partieller Integrat ion im letzten 
Term erhält man folgende Form der Wärmeleitungs­
gleichung : 
16(1+7») W(t) 
y M cu Ut)--
ρ'ν 
16(1 + ρ) 
ν 
Τ,ί Qn' 
so nehmen die Koeffizienten an eine sehr einfache Form 
an : 
α« = - ^ ^ ) ω Τ ^ ' (26) 









'vjl + pj X ω + τη 
τ 
e ~ T 7 ƒ -¿ríe«(r)-eR(T)]e^dT. 
t t 
(33) 
Dabei ist zu beachten, daß θ1(ο = θ/(ο = 0 ist, d .h. als 
Anfangsbedingung für θ wurde Null gewählt. 
Multipliziert man (33) mit dem Wasserwert 
lim α 
η—*-oo 
64 (27) W, 
kcal 
°C des Brennelementes, so kann man den ein­
Konstante a0 best immt : 
Die Übertragungsfunktion (18) ist damit bis auf die 
°° l 1 V —£ ~ . (28) Z_i ω + τη , 1 
zelnen Termen der Integralgleichung eine physikali­
sche Deutung geben, nämhch: 
<p(s) = a0 — v(l + p) 










die gesamte Wärmeleistung, 
die im Brennelement erzeugt 
wird (Wärmequelle), 
= die im Brennelement vorüber­
gehend gespeicherte Wärme­
leistung, 
Damit n immt die gesuchte Greensche Funkt ion in der 
Bildebene ihre endgültige einfache Form an : 
99(5) = v(l + p) 
2 + Σ 
) i = l 
4 Σ v(l + p) ,^ν+τη ί; 1 
^ ( 0 = -^-f^-[e„(í)-flB(í)]-
ί ί 
4ΤΓ„ 
ν(ϊ + ρ) Χ 
(30) )ΐ = 1 ' " · 
Χ 
Nach Rücktransformation von φ (s) bekommt man 
die gesuchte „Greensche Funk t ion" G(t) 
X e r " t Z T = Wärmeleistung, die aus dem 
Brennelement abgeführt wird. 
(35) 
G(«)= G"1 {?»(«)} = "¿(1+ P) 
Χ δ (t) 
2+ y _ £ _ 
, ^ ι ω + τ» 
Σ v ( l + p ) ^ ω + τ» 







1.4. Die Wärmeleitungsgleichung in der Originalebene 
Die rücktransformierte Gl. (14) heißt : 
W(t) 
Vucu -Òu(t) + G(t)*[eu(t)-6R(t)], (32) 
als „stat ionären Anteil" der abgeführten Wärme­
leistung, d.h. die gesamte aus dem Brennelement 
abgeführte Wärmeleistung 
PLo(t) = Pdt), so lange ± [fl„ (t) ­ θη (t)] = 0 (37) 
und damit PlG =PL— Konstante . 
Diese Bedingung ist nur im stationären Fall erfüllt. 
Die Aussage ist an und für sich trivial, aber den­
noch wird bei instationären Vorgängen gewöhnlich mit 
wobei * der Faltungsoperator ist. 
Nukleonik. Bd. G 
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ist. Diese Rechnungsart kann unter Umständen zu Der effektive Temperaturgradient des stationären 
nicht ausreichender Genauigkeit führen. 
Mit den neuen Abkürzungen schreibt man die 
Gl. (35) folgendermaßen: 
CO 
^GW = ^ « + Z ( - 1 ) 
»i = l 
x[PtHt)-P¿m)(0)]z^n<-











Wärmeflusses soll hingegen mit δθ, d .h. 
06 = eu(t)-eR(t) 
bezeichnet werden. 
Selbstverständlich gilt : 
δθβ(ί) = δθ(ί), 
falls 
¿[β„(ί)-βΛ(ί)]=ο. 





+ Σ »^i 2 ( ω + τ») ¡ôê, τ) e d-, (46) 
Ω„ 2(ω + τη) oder 
So erhält man die erste Näherung der Zeitkonstanten 
QL1 des instationären Wärmeflusses 
(47) 
βχ1=ΣΑ,= Σ ^ί2(ω + τη) 24(1+ρ) (40) 
Der hier angegebene Wert der unendlichen Summe 
wird später nachgewiesen werden. 
Die Gl. (38) ist eine Differentialgleichung mit un­
endlich vielen Gliedern, deren Koeffizienten rasch zu 
Null streben, wenn die Bedingung (39) erfüllt ist. 
Andernfalls gilt 
OO 
lim χ β , , τ Γ 1 ^ « ) , 
d.h. die Darstellung (38) ist dann nicht zulässig. 
ôeG(t)=ÔO(t)+X^rn(t), 
» = i T» 
wobei die Funktionen Γη den Differentialgleichungen 
Γ1(ί) + τιΓ1(ί) = τ1δθ(ί) 
/,2(ί) + τ2Γ2(ί)=τ2όΟ(ί) 
rn(t) + rnrn(t) = τηδθ(t) ( »= 1 ; 2 ; . . . ; co) 
genügen. 
Die Temperaturfunktionen Tn(t) haben also die 
Gestalt : 
rn(t)=e T» ƒ 0 0(T)eT» dr. (48) 
Man kann jetzt die partielle Differentialgleichung 
(1) mit einer zeitabhängigen Wärmequelle W(t) und 
einer zeitabhängigen Randbedingung 6R(t) durch ein 
System gewöhnlicher Differentialgleichungen ersetzen, 
d.h. ans ta t t (1) kann man für eine große Anzahl von 
Problemen benutzen: 
1.5. Der effektive Temperaturgradient 
des instationären Wärmeflusses 
Der Übergang von der partiellen Differential-
gleichung (1) auf eine gewöhnliche (33) bedingt die 
Einführung einer repräsentativen Temperatur des 
Körpers, und zwar der mittleren, die als exakter Aus-
druck (10) in Form eines Integrals gegeben ist. Die 
erste Ableitung der mittleren Temperatur θη nach der 
Zeit, multipliziert mit dem Wasserwert des Körpers, 
gibt gerade die gespeicherte Wärmeleistung. Um den 
instationären Wärmefluß, d.h. die Wärmeleistung, die 
die Kontrollfläche des Körpers passiert, exakt zu be­ ρ (¿) + τ, 7, (ί) = τ, Γ θ' (t) — ÔR (t)] 
schreiben, muß man eine andere Temperatur des 
Körpers definieren, die wir „effektive Temperatur des ^a(0 + τΓ272(ί)= r2\ßu(t) ~~ ^R(t)j 
y«c„0u(<) + 8 Vu Cu v(l + p) 
+ 
[θ«(0­βΛ(0]­
SVuCu V< Ωη , , , Υ —rn(t)=w(t) 
instationären Wärmeflusses θ,.τ," nennen wollen: 
ο„£=/(β„ rn(t)+Tnrn(t)=Tn[éu(t)-êR(t)] 
Der effektive Temperaturgradient δ 0r< des instatio­ ' 
nären Wärmeflusses wird durch folgenden Ausdruck Anfangsbedingungen: W(0)=0 
definiert : 
(49) 




l ; 2 ; . . . ) . 
= βΜ(ί)+Σ(—i)" 
n — l 
rn< Pi Vu cu 
0(r,O) = O 
(41) ΘΛ(0) = 0 
£ ( 0 ) = 0 
Es läßt sich leicht zeigen, daß 
t42) .. fl„ n hm — ^ ­ > 0 . 
ÎI—>oo Tn 
Außerdem sind die Funkt ionen Γη in physikahsch sinn­
vollen Fällen beschränkt, was übrigens schon bei der 
' ' Laplace­Transformation vorausgesetzt werden mußte . 
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Infolgedessen genügt es, bei der Anwendung des 
Systems (49) nur die ersten Γ-Funktionen zu berück­
sichtigen. 
Der durch Abbruch der (konvergenten) Reihe in 
(49) begangene Fehler läßt sich durch Abschätzung 
der ersten vernachlässigten Γ angeben. 
1.6. Reihenentwicklung der Übertragungsfunktion 93(5) 
Zwecks Rücktransformation wird 93(5) in eine 
Reihe entwickelt, und zwar wählt man s ta t t des An­
satzes (18) die Potenzreihe in s: 
<p(s)=b0 + Zt>nSn. 
« = 1 
Setzt man σ2 =vs in (50) ein, so folgt: 
(50) 
2a2I1(a) 
apI0(a)-2v[l--Pc-a2)I1(a) Ã + Σ ^
2 " · (51) 
Die Koeffizienten bn werden durch Vergleich mit den 
Reihendarstellungen von 70 und I± berechnet. Die 
ersten Gheder der Funkt ion <p(s) lauten: 
93(e) 1 (3p + l)v n2 v(l+p) ' 3(1 +p)2 2 4 3 2 ( l+p) 3 
(12p2 + 9p + 2)v2 3 + 2 e 3 3 5( l+p) 4 
(78p3 + 93p2 + 42p + 7)v3 
(52) 
2 n 3 4 5 ( l + p ) 5 
Die Ê ^ ­transformierte Gl. (14) mi t der Über­





[ θ β ( 0 - β Λ ( ί ) ] + 
3(1+Ρ)2 
(3p + l)v 
2 4 3 2 ( l+p) 
(12p2 + 9 p + 2) ν2 .-g· g- -, 
~Ί2·~3»"5(1+Ρ)« L6'uW «fcWj 
8 [β„(0-βΛ(0] + 
(53) 
í ^ + o l v(i + p) 
H­STJ+^M­Öu (O]­ · · ·} · 
Diese Form der Wärmeleitungsgleichung kann auf eine 
andere Art gewonnen werden. Der Nachteil ihrer 
praktischen Anwendung hegt an der Bestimmung des 
Grenzwertes. 
1.7. Lösung des Problems nach der Galer kin-Methode 
Es soll nur bemerkt werden, daß man durch die 
Anwendung der Galerkin­Methode auf die partielle 
Differentialgleichung (1) mit gleichen Rand­ und An­
fangsbedingungen das gleiche Ergebnis bekommt wie 
mit dem Ansatz (50). Da diese Methode nichts Neues 
zu dem behandelten Problem liefert, wird dieses Ver­
fahren und seine Ergebnisse nicht näher diskutiert. 
1.8. Näherungsformel zur Berechnung 
der Zeitkonstanten ττ der Funktion L\ 
Für die Zeitkonstante xx soll je tzt eine Formel an­
gegeben werden, mit deren Hilfe jene in vielen Fällen 
mit genügender Genauigkeit berechnet werden kann. 
Aus dem Koeffizientenvergleich der Ausdrücke (53) 
und (33) folgt: 
Σ 
co Σ 
H = l 
OO 
Σ 




τ 3 t-n 
+ τη 
τ η 
223(1 + ρ) 
(3ρ+1)ν2 
ω + τη 
2β32(1 + ρ)2 
(12ρ2 + 9ρ + 2)ν3 
~28335(1+ρ)3 
(1 + ρ)ν 
ç/(0) 2 2 1! 
(1+ρ)ν 
Σ χη , ω + τη 
Σ — 
2 2 3! V " ( 0 ) 
(78ρ3 + 93 ρ2 + 42ρ + Ί)ν* 
™ _ 2 1 3 3 4 5 ( 1 + ρ ) 4 
(891 ρ4 + 1464ρ3 + 999ρ2 + 
η=1 





Aus dem ersten Ausdruck (54) folgt dabei die erste 
Näherung der Zeitkonstanten QLl des instationären 
Wärmeflusses bei zeitabhängiger Randbedingung. 




ίί = 1 
~-Kn 2,3,4,.. 
) TL, + 7C 
(55) 
(56) 
Mit entsprechendem Km und Km+1 aus (54) folgt, für 
m = 5 , aus (56): 
>κ5+κβ= Σ <- 2 1 53 5 ( l + p)¡ ■ Χ (57) 
1638p5 + 3735 p4 + 3810p3 + 2145p2 + 660p + 88 
X ~ 140 
Man unterscheidet zwei Fälle, nämlich: 
OO 
a) ωΚ.0 + Κ6=Στί<1- (58) 
» = 1 
Dann sind alle τηsS 1. Da τη>τη+1 ist, kann man z .B. 
die fünften Potenzen höherer xH vernachlässigen und 
erhält näherungsweise 
TX^ÜL1X 
5 *1 1638p5+3735p4+3810p3+2145p2+660p+88 t (59) 140 ~ ' 
Auf diese Weise läßt sich mit Hilfe der Formel (59), in 
der die beiden Parameter ν und ρ des physikalischen 
Systems enthalten sind, der Tx­Wert berechnen. 
b) >Κ5+Κβ>1. (60) 
In diesem Falle ist im allgemeinen die Größenordnung 
von τ 2 , d .h. T 2 5 s l nicht bekannt . 
Mit dem aus einem konkreten Brennelement stam­
menden Beispiel ωΚ& -\-Κβ = 1,582 wurde für τλ mit 
der Formel (59) eine sehr gute Genauigkeit erreicht 
( ^ = 1 , 0 9 6 , τ2 = 0 , 3 7 1 , τ3 = 0 , 1 8 3 , τ4 = 0 , 1 0 8 sec etc., 
für ν = 19,64 sec und ρ = 1,87). 
22* 
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Hieraus läßt sich folgern, daß auch in Fällen mit 
Ti2; 1 und a>Km + 7 T m + 1 > l , jedoch τ 2 < 1 , in der 
Formel (59) noch eine sehr gute Näherung für τχ er­
zielt werden kann. 
Für κ = 0 , d.h. für gleichmäßig verteilte Wärmequelle, 
sind die Lösungen (7) und (64) gleich, d.h. (7) ist ein 
Sonderfall von (64). 
Aus (64) und der Randbedingung (8) folgt: 
2. Der Fall zeitlich und räumlich 
veränderlicher Wärmequelle 
2.1. Lösung des Problems in der komplexen Bildebene 
Die partielle Differentialgleichung der Wärme­
leitung — mit gleichen Annahmen wie in (1.1), jedoch 
mit dem Unterschied, daß die Wärmequelle W außer 









Die Laplace­transformierte Gl. (61) mit der Anfangs­
bedingung θ (r, 0) = 0 ha t folgende Form : 
■0(r,s) e
2(Hr,js) 
~ dr2 r Br 
W(r, s) 
λ,, (62) 
Es ist nicht möghch eine allgemeine Lösung der 
Differentialgleichung (62) in der komplexen Bildebene 
anzugeben, wenn die Wärmequelle eine beliebige 
Funktion von r ist. I m folgenden wird daher ein 
spezieller Fall untersucht, der für praktische Zwecke 
der Reaktordynamik brauchbar ist. 
Durch Selbstabschirmung t r i t t in den Brennstäben 
eine ungleichmäßige, von der Zylinderkoordinate r 
abhängige Wärmequelle auf. Der Zyhndergeometrie 
wegen setzen wir den räumlichen Anteil als Bessel­
Funktion an : 
W(r,s)=KW0(s)I0(xr) (63) 
mit κ = reziproke Diffusionslänge, 
Wn 
Κ 
Wärmequelle längs der Stabachse (JF(0,s)), 
eine Konstante (Korrekturfaktor für dünne 
Stäbe). 
Für dünne Stäbe ist, wie bekannt , die Anwendung der 
Diffusionstheorie nicht zulässig. Wird einmal die Form 
des Neutronenflusses nach der Transporttheorie be­
st immt, so kann man den Wärmequellenterm wie folgt 
schreiben : 




wobei Wm = Wärmequelle an der Staboberfläche, 
S[m _ 1 ] = eine Konstante , die so best immt ist, 
daß der Mittelwert von W nach (64a) 
mit dem der Transporttheorierech­
nung übereinstimmt. 
Der Wärmequellenterm (64a) ist eine lineare Kombi­
nation der Terme von (63) und (1). Im weiteren wird 
jedoch nur der Ansatz (63) als charakteristischer Fall 
behandelt. 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
(62) mit Quellterm (63) ist: 







EI0(}lvs) 0R(s) + [>/!(*»·„)ƒ„(j/vã) 
Ρ 
EIa(ps)-
KW0(s) I1(ps)I0(xr0)]- ., 
a _ YuCu(s — κ2α~) 
(65) 
Wenn man wieder die Mittel temperatur 0u{s) gemäß 
(10) benutzt , ergibt sich aus (64) 
<9 r» = 




YuCu(s — x2a2) 
(66) 
Xli(]'vs) 
Eliminiert man jetzt 0 ro(s) aus den Gin. (65) und (66), 
so bekommt m a n : 
KW0(s) 
VuC,i 
(a­*2«2) "J0 X 
Ph(xr0) [l'a/id'va) ­ aEI0(pS)] + 
Χ Ρ íysIApS) - Eal0(ps)] „ 
+ κα2Ι1(]/ν s) (EI0(y.r0) - κΐ^κ^)] 'Λ > ^  
+ 
(s —κ2 a2) Χ 
ysl^.r0) ly-sl^lv-s) - aEI0(]'vs)] + 
Χ κα2ΕΙ1(γνβ) eR(8). 
(67) 
+ κα2Ι1(]/ν8)ΙΕΙ0(κ^)-κΙ1(κτ0)] 
Um die Wärmebilanz durchzuführen, ersetzt man in 
(67) die Wärmequelle W0(s) in der Brennstabachse 
durch die mittlere Quelldichte W(s), die wie üblich 
definiert ist als 
W(8)=^ 
2KW0(s) r ƒ/.(> κι) rdr (68) 
Aus (67) und (68) folgt dann 
Aro«3κ2 l/ã70(l/va) —a2s \2Ex W(s) 
KVu cu -s0u(s) + rns + 2a2E κτ0 I0(y.r0) 2 I^.ra) 





2^α 2 (β­α 2 κ 2 )Χ 
(69) 
r 5­4­ 2«2E (^Lo_ Jo(*r0) r0 κ2 r0s + 2aE{ % ^ _ _ _ 
xi^yvs) 
XIL (]/vs) — Ear0 \/sI0 (]'v a) ©»(«)■ 
Die Lösungen (13) und (69) sind nunmehr vergleich­
bar : für κ = 0 geht Gl. (69) in Gl. (13) über, was auch 
zu erwarten war. 
Um das vorliegende Problem weiter behandeln zu 
können, wird außer ν und ρ noch eine dri t te Kon­
stante χ eingeführt, die folgendermaßen definiert ist: 
r 0 * / 0 ( * r 0 ) (r0 j i x=T 7^7.); + -8-i>=x»+Xw (70) 
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wobei 
r0y. 70(xr0) 
2 ¿j(xr0) --XN 
Flußdichte an Brennstoffoberfläche 
Mittlere Flußdichte im Brennstoff 
(71) 
der bekannte Absenkungsfaktor (disadvantage factor) 
ist, während man dem anderen Summanden die Be­
deutung 
Der wesentliche Unterschied zwischen den beiden 
Funktionen <p(s) und 97(5) ist ihr Grenzwert (Aus­
gleichszustand) : 
l i m r ö ( s ) = 0 . (77) 
hingegen 
(78) 8 lim φ (s) — 
s^o r v ( l + p ) 
Aus (77) und (78) folgt, daß 0U und 0R nicht mehr die­
selben Übertragungsfunktionen haben: 
2 2 (»Ό*)2? α κ 2 = — ^-=%w 
Wärmestromdichte im Brennstoff (72) 
2%sl1(yvs)-xw 
q>(s) = -
2a71(l'vã) + - 8 J^ - / 0 ( l ' v ã ) 
Wärmestromdichte in der Gasfüllung 
zulegen muß. Um dies einzusehen, erteilt man vor­
übergehend dem Brennstab einen Halbmesser r0 =j /2/κ 
und nimmt in beiden Medien den gleichen Temperatur­
gradienten Δ Θ an. Dann ergibt sich für χ]ν der physi­










Mit den eingeführten Konstanten kann man die 
Gl. (69) wie folgt schreiben: 
W(s) -s0u(s) + KVuCu 
2xsIi(]lv-s)-Xw + -
2a/1( lva) + — ^ 7 0 ( } / ν 6 · ) 
pv l ' v ã 7 0 ( l ' v a ) - 2 ( Z - ^ - a ] 7 1 ( l / v - a ) 
Χ 
Die Wärmeleitungsgleichung in der komplexen Bild­
ebene laute t : 
-££Γ=8θΛ8)+φ(8)θη(8)-φ(β)ΘΒ(8), (81) Λ Vu uu 
lim φ (s) = lim φ (s) = — f Z i r ( 8 2 ) 
s­>­0r s^ü r νρ(χ — \) 
Die anderen Eigenschaften der Übertragungsfunktio­
nen φ und 9? sind gleich denen bei der Funkt ion 95 
bereits betrachteten. Es ist einfach zu beweisen, daß 
Χ β , ί ί ) -
" M a - — Z , F ] 7 1 ( l / v a ) 




lim lim φ (s) = lim œ (s) = ~ττ——τ­, (83) 
z ^ i s ^ u r w S^Ü ψ ν (1+ρ) ' 
l i m ^ 2 _ = T ­ í ­x-^i Χ~ι 1 + Ρ (84) 
ΧΘΒ(8). 
Durch eine Umformung kann der Gl. (73) ein ähnlicher 
Aufbau wie Gl. (14) erteilt werden: 
U m die Wärmeleitungsgleichung (81) physikalisch 
etwas deuthcher interpretieren zu können, ist folgende 
Schreibweise zweckmäßig : 
W(s) I 8 π =[S XW X Κ Vu ctl \ pv Λ " 
W(s) 




l/v s (XN-l)2sI1(yvs)-Xw 
-ΘΒ(8)]+- '" 
I0(]!vs) 
l ' va / 0 ( ] / va ) -2 1 
X-
pv a U( ï ' va) 
l/vã70(l'v-a) -2 [χ--ψ a) 7^ 'vã) 
■Θ„(8) + 
(85) 
(5 -ÍZ ' r) / l ( 1 '"S ) 
(74) 
χ β . ( « ) + 
l ' v a 7 „ ( l / v a ) - 2 l Z 
pv 
pv 




Die Funktion, die mit der Temperaturdifferenz 
0U (s) — Øj· (S) multipliziert ist, weist eine ähnliche 
Form wie die Übertragungsfunktion 99(e), Gl. (15), 
auf, nämlich: 
l / ^ 7 0 ( 1 / v ã ) ­ 2 ( Z ­ ^ ­ a j / 1 ( l / v ã ) 
x[0u(s)-0R(s)], 





mit dem Spezialfall 
pv s U i Q/vã) 
lim 95 (s) =99(5). 
(75) 
76) 




yvsl0(]/vs) — 2 1 pv aUxO'va) 
pv l/vã70(l/vã) - 2 [χ - ~<- a) 4(l/vã) 
(87) 
(88) 
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Die Grenzwerte sind: 
lim φ* (s) Xw 8 χ — 1 pv' 
und 
lim cpa(s) = 0 
Um lim œ* (s) = lim φ (s) = —^——τ x^is^oY w s ­ * o r w v ( l + p ) 







Damit wurde eine Übertragungsfunktion φ* (s) für die 
Temperaturdifferenz 0u(s) — 0R(s) gefunden. 
Eigenartig ist das Auftreten der Funkt ion 9?0(s), 
die im GrenzfaU (92), d .h. bei gleichmäßiger Wärme­
quellen Verteilung, mit dem Wärmespeicherungsterm 
übereinstimmt. 
Die Funkt ion (p0(s) wird nun aufgeteilt in den 
Wärmespeicherungsterm s und in eine Übertragungs­





pv 4 (l/vã) ^prsIB(yvs) 
yvsia(yvs)-2[x pv s U( lM 
(93) 
(94) 
Die endgültige Form der instationären Wärmelei­
tungsgleichung mit zeitabhängiger Randbedingung 
0R(s) und zeit­ und ortsabhängiger Wärmequelle 
KW0(s) I0(xr) lautet somit: 




pv h(M^) -~-1^h(f^) 






pv X0u(s)+- yvsl0(]ivs) -2[x- J~- s) Ir (l/vã) 
x[0u(s)-0R(s)]. 
Aus (90) folgt, daß die Übertragungsfunktion ^„(s) 
nur im instationären Teil des Vorganges zur Wirkung 
kommt, d.h. im Ausgleichszustand ist yu== 0· Aus (95) 
kann man entnehmen, daß es nicht möghch ist, wäh­
rend des instationären Teiles des Vorganges bei zeit­
abhängiger Randbedingung und zeit­ und ortsabhän­
giger Wärmequelle die aus dem System abgeführte 
Wärme PLG durch die Temperaturdifferenz 0u(s) — 
0R(s) allein zu erfassen, sondern hier muß zusätzlich 
die mittlere Temperatur des multiplizierenden Medi­
ums herausgezogen werden. Dasselbe lautet, in Formel­
sprache ausgedrückt: 
S {-%f\ = <Pu (s) 0u (β) + ψ* (8) [0u («) - 0R (8)\. (96) 
Im weiteren werden wir uns mit der Rücktrans­
formation der beiden Übertragungsfunktionen cpu(s) 
und (p*(s) und mit der Ableitung von Näherungs­
formeln befassen, die ein möglichst gutes Bild über den 
physikalischen Vorgang vermitteln. 
2.2. Lösung der stationären Wärmeleitungsgleichung 
mit ungleichmäßig verteilter Wärmequelle 
Zur Kontrolle des Grenzwertes (89) wird die 
Differentialgleichung (61) für den stationären Fall 
betrachtet , d .h. 
d26oo(r) . 1 á6oo(r) KWr 
dr2 · r dr j / ' . ( " > . (97) 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (97) 
ist 
0oo(r) = KW, K* f 7 0 ^ r ) + C l l n r + c 2 . (98) 
Mit der Bezeichnung 
A » ( r ) r = , . = i 
und der Randbedingung 
ddoo(r) 
dr r = 0 
(99) 
ergibt sich aus (98) 
Κ W 
θ ~ ( r ) = Ί ΰ 2 ' ^ » ( ^ o ) - h i* ' ) ] + 0~r. · (100) 
Die weitere Randbedingung 
Λ 








8Κ VuCu + 
(101) 
(102) 
W0- WXN • Μ * »Ό) 
B i l d e t m a n d e n M i t t e l w e r t 0coM d e r T e m p e r a t u r 





+ K-YuCu (103) 
Ehminiert man 0ooro aus (102) und (103), so bekommt 
man die gesuchte stationäre Lösung der Differential­
gleichung (97): 
W 8 XW 
KVuCu vp χ i r y (^°°M
 — V°°R) (104) 
Die Richtigkeit des Grenzwertes (89) ist damit be­
wiesen. Eine Kontrolle der Grenzübergänge s ^ 0 
mittels direkter Lösung der stationären Wärme­
leitungsgleichung ist überhaupt stets zweckmäßig. 
2.3. Rücktransformation 
der Übertragungsfunktionen φη und φ* 
Die beiden Übertragungsfunktionen cpu und φ* 
sind meromorph und in der Umgebung von s — 0 ein­
deutig. Außerdem besitzen die beiden Funktionen die 
gleichen Pole, da die Nenner gleich sind. I n s = 0 hegt 
keine Singularität vor, was aus (89) und (90) zu ent­
nehmen ist. 
Für die Übertragungsfunktionen φη und φ* werden 
entsprechende Partialbruchreihen wie für die Funk­




cp*(s) = ã0+ 2 
»i = l 
<Pu(s)=°o+ Σ 
"η 
s + 11 
ν 
κ 
. . è « 
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Die Pole ρ^ν der beiden Funktionen sind die einfachen 
Nullstellen der Gleichung 
ρ Λ ( ρ ) ­ 2 ( ζ Φ | ­ ρ 2 ) 7 1 ( ρ ) = ο , (107) 
welche ähnlich wie Gl. (22) gewonnen wird. Außer 
dem Parameter p tritt hier noch der weitere Para­





3J 1,0 1,5 5,0 Q 
Abb. 2. Die erste Nullstelle ρ, der Gl. (107) 
X=3 ^ ^ ^ 
7,7 7,5 8,0 
Abb. 3. Die zweite Nullstelle g¡ der Gl. (107) 
\ 
10,3 10,5 11,0 11,5 ρ 
Abb. 4. Die dritte Nullstelle g, der Gl. (107) 
Pole (gegenüber %=1) zur Folge hat. Vom physika­
lischen Standpunkt aus ist dieses Verhalten einleuch­
tend, da die betrachtete räumhche Verteilung der 
Wärmequelle eine Vergrößerung der Zeitkonstanten 
der mittleren Temperatur des multiplizierenden Me­
diums bewirkt. Die ersten 9 Wurzeln der Gl. (107) 
sind in folgenden Abb. 2—10 dargestellt. 















13,6 71,0 11,5 Q 
Abb. 5. Die vierte Nullstelle ρ, der Gl. (107) 
16,6 17,0 17,5 ζ 





16,6 20,0 20,5 21,0Β 





z -3^ 0 ^^^^™ 
22,9 23,0 23,5 21,0 ρ 
Abb. 8. Die siebente Nullstelle ρ, der Gl. (107) 
X-6 
26,1 26,5 27,0 ρ 
Abb. 9. Die achte Nullstelle g„ der Gl. (107) 
0 
W 
23,7 29,5 Χ"3 30,0 
Q 
Abb. 10. Die neunte Nullstelle ρ, der Gl. (107) 




yr*(a) = yvãI0{yvãi-2[x-J^-8)I1(yv8), (HO) 
(Hl) 
\ (112) 
Die beiden Übertragungsfunktionen φ* und ψ„ können 
somit folgendermaßen geschrieben werden: 
μ*(8)=2{8- pvXw)h(ps), 









Der Differentialquotient von (110) ist 
-pJ+T- + *» + 16(px + l) «" 
4 ( χ ­ 1 ) 
ν 2 ( ρ ζ + ϊ ) Χ 
*£*-(ί ··+'-«* ν 2yvs Χ 
x70(]/W) £<4+*>+i A(V"*)· 
Σ 
/ 8 / , Γ 
(113) 
iifcil + gå + ΡΖ + 1 





Aus (108), unter Berücksichtigung von (107), (111) 
und (113), folgen die gesuchten Koeffizienten än: 
»Xw + Qn 
Hw 
p 
v2(PX + l) 4Z(Z­1) , : 2 
PX + 1 + ei ■ 
p­ , ( 114 ) 
16(p/ + l) 
PX+l + ~'t + 1 6 ( p z + l ) 
4 ( χ ­ 1 ) 
V2(PZ + 1) 
» (122) 
X 
Auf ähnliche Art wie die Koeffizienten ãn werden die 
Koeffizienten bn aus (109), (107) und (112) berechnet: χ Σ 
(»XW 
V Ρ + Qn)Qn 1 
Mx-i) „ Τ ΰηΙ Qn 
PX+1 
Ρ Qn *■ 
ν2 ( p Z + 1 ) 4z (χ - 1 1 , ~2 , P2 
PZ + 1 ~ ^ ' ί + 1β(ρζ + 1) 
(115) 
1 1β(ρχ+1) 
Nun werden weitere Konstanten zur Abkürzung ein­
geführt : 
OJ -. 
Zwischen den Koeffizienten ãn und bn besteht eine 
Proportionalität : 
bn=(X-l)ãn. (116) 
Die beiden Grenzwerte sind: 
lim dn = — 
ρ,,^ΟΟ 
64 (117) 
16(PZ + 1) ' 
V 
= S2 ' 
'In 4 χ ( χ ­ 1 ) 






Dieser Grenzwert ist dem bei (27) gefundenen gleich. 
G4 lim ò„ ( z - i ) · (118) 
Es bleiben noch die Koeffizienten ã0 und b0 zu 
bestimmen, die dem Ausgleichszustand des Systems 
(s—>0) zugeordnet sind. Den ersten Koeffizienten be­
rechnet man aus (89), (105) und (114). Das Ergebnis 
lautet : 
μ 
Hierbei gilt : lim ω = α> ; lim τη = τη ; lim ξ = 0 und 
lim « = 0 . χ~*1 χ~Λ ^ 
Nach Rücktransformation der Übertragungsfunk­
tionen (121) und (122) in die Originalebene ermöghchen 
die so eingeführten Parameter des Systems eine Unter­
suchung vom physikalischen Standpunkt aus und 
erhöhen die Ubersichthchkeit. 
Ψ* (s) : 1 T-i μ 
S y Çí+μ %) % 
X , ¿ i ν cu + ν : ίτ2 
XW 8 




ξ_ y ί + μ ï» 
χ ¿^ νω+ντη + ξτη s+_} 
(127) 
(119) 
P * + l 16 (PZ + Γ) 
r«ν / y χ_ι νω<ν. τ>ι + ξ rl 
1+1. 
Der zweite Koeffizient läßt sich aus (93), (106) und 
(115) bestimmen: 
_ Ι γ 1 + μ τη 
χ L· ν ω + ν τη + f τ2 a + ­ 5 ­
(128) 
6 ­ 4-(-*-Ίΐ> Χ 
^ " ν ί ρ ζ + Ι ) Χ 
Aus dieser Schreibweise der Übertragungsfunktionen 
cp* und cpu erkennt man ihren linearen Zusammenhang : 
»Xw 
CXJ 
x y — v-
PZ + l + C n 
p* 
16(p/ + i; e 5 
9 Í , 1 Í ( S )= (Z-1 ) , ?* ( S ) - / " - (129) 
(120) Daraus folgt, daß die Greensche Funkt ion Gu aus der 
Greenschen Funktion G* gemäß (129) angegeben 
werden kann. 
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2.4. Rücktransformation 
der Wärmeleitungsgleichung (95) 
Das behandelte Problem wird durch die folgenden 
beiden Greenschen Funktionen beschrieben: 
W(t) ^-U*) = j*rrM-0*W-





+ - Σ ^ 
y M »αϊ 
ι + μ %) n^ £«rø 
Damit können wir die rücktransformierte Wärme­
leitungsgleichung (95) schreiben 
(137) 
W(t) 
KVuCu = eu(t)+Gu(t)*eu(t)+ + G*(t)*[du(t)-eR(t)].\ 
(132) 
Die Integralkombination (Faltung) der Funkt ionen 
0(i) und G (t) ha t die einfache Form: 
G, ■.(*)*β»(*)=γΣτ (1+μτη)τη X „4i "ω+ντ„ + |τ 2 θ«(0-
- Σ - Ι + Μ^η >λ νω -\-ντη-\-ξτ. Ϊ Γ « τ) e™ d r , 
(133) 
' + ν τ„ + ξ τ Ι 
/j(í) + T1Ã(í) = Ti[fl»(í)-OA(*)] 
7;(ί) + τ„7;(ί) = τ„[0κ(ί)-0Α(ί)] 
^ « ( 0 + TB^u(0 = Tnt9„(í) 
(π = 1;2;. . .) . 
Die gesamte Wärmeleitung 7¿e (ί) des multiplizierenden 
Mediums, die durch die 0^­Kontrollfläehe hindurch­
geht, ist : 





(1+μτη)τη ι _ί_ γ ( ΐ -τ ·^τ„;τ„ 
x[9.(í)-W0]-f2 7 1+ι"τ„ Ζ „ ^ " δ) + ν τ„ + f τ2 
Χ 
Χ 
gjgt γ (1+ί"τη)τ„ κ 
Ζ(Ζ-1) „4i ν ω + ν τ „ + £τ2 ' » W " 
íW i 
/_! ν 11=1 
(1+μτη)τη 




Χ e » J"[0u(T)­0Ä(T)]e»dT . 




t ί deu(T) 
dr e
î n ¿ τ , 
(135) 
wobei die Funkt ionen Γη und Tnu durch die Differen­
tialgleichungen (137) definiert sind. 
Der „stationäre Antei l" der abgeführten Wärme­
leistung, ähnhch (36), ha t folgende Form: 
~ ;/ TV 
£ ( 0 = y £ r [ e , , ( i ) ­ * * ( * ) ] ■ (139) 
Die Ausdrücke (104) und (139) sind identisch, wenn 
in (139) die Temperaturdifferenz 0M(i) — 6R(t) zeit­
unabhängig ist. 




y vu cu (140) 
G*(t)*[eu(t)-0R(t)] 
= -JC~T\IÌ \ßu(t)-6R(t)\-
+ A y _ 4 ü 
y ­¿—, ν cu + ν 
(1+μτ„)τ„ Χ 
í i = l 
(136) 
1 r» + Ι ?η 
τ 
Χ ƒ - ¿ [ β « ( τ ) ­ β * (τ)] e * d τ 
Die Faltungen (135) und (136) werden zum Schluß 
zwecks Elimination der Integrale durch ein Differen­
tialgleichungssystem ersetzt. Hierzu werden — ähn­
hch wie bei gleichmäßig verteilter Wärmequelle — 
Funktionen P(t) definiert, mit deren Hilfe die in die 
Originalebene rücktransformierte Wärmeleitungs­
gleichung (95) geschrieben werden kann: 
so kann man das Differentialgleichungssystem (137) 
in Form von Wärmeleistungstermen schreiben: 
oo „ ^ OO ^ 
+ 2(­i)m~1[JB¿m)(0­­P¿m)(0)]2A,T™­1+ 
»i = l η = 1 
OO co ^ 
+ Σ (-ΙΓ-1 [Pif (t) ~Φ(0)] ΣΩηατΖ1-1, 
j » = l « = 1 
wobei 
(141) 
Ωτ. Σ&= Χ - 1 2(ρχ+ΐ) zw pv Χ 
χ Σ 7 
(1+μτη)τ2 
„=ι ν ω + ν τ „ + ί τ2 
Õ ­ võ ­ pv te­1)2 





„4ι ν ω + ν τ „ + £?2 
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Z w i s c h e n d e n b e i d e n Z e i t k o n s t a n t e n b e s t e h t e ine 
e infache P r o p o r t i o n a l i t ä t : 
ΩίΕι=(χ-1)Ωί1. (144) 
E s b l e i b t n o c h e ine r d e r ob igen A u s d r ü c k e z u definie­
r e n , n ä m l i c h : 
^ W = f5r[Ö«W­ÖÄ„]. (145) 
wobe i 
0R = A n f a n g s w e r t auf d e m R a n d . I m v o r h e g e n ­
d e n F a l l w u r d e 0Κο = 0 g e s e t z t . 
PLR = „ s t a t i o n ä r e r A n t e i l " d e r a b g e f ü h r t e n W ä r ­
m e l e i s t u n g be i k o n s t a n t e r R a n d b e d i n g u n g 
E n t w i c k e l t m a n d ie T e r m e d e r Gl. (95) i n P o t e n z ­
r e ihen n a c h s, z u d e r e n K o n v e r g e n z d ie B e d i n g u n g 
(140) erfül l t se in m u ß , so s t e h t m a n z w e c k s Koeff i­
z i en t enve rg l e i ch d ie b e i d e n F a l t u n g e n auf fo lgende 
We i se d a r : 
G*(t) * [0„(o ­ öÄ(f)]= (0„ ­ eR) ­ ^ 
, ,/j _ ¿ χ i γ _ ( 1 + μ % ) ? 2 
"*"( U R' Χ(Χ- 1) ¿ χ νω+ντη + ξτ, 
,α _β , _ |__„ γ {1+μ?η)τη 
' [ u R> Z(X-Í) ¿ ^ ω + νΤη + Ετ* 
fä __ β ν J γ ( 1 + μ τ ? ί ) τ » 
Λ u R) Z ( Z - l ) L· νω+ντη + ξτη ' 
■ (146) 
> ί = 1 




? γ i ' + i » i » ) i ; 
- 1 ) ¿χ νω + ντη+ξτ2 
(1+μτη)τ% Gu (t) * eu (t) = 0,Λ Y ­ 4 , " " ?­. u W " w " ζ „4i νω + ντ„ + £τ2 
+ j | y (!+/**»)?& " * „ = ι vcù + vT„ + f τ2 
ƒ Í_ γ (1+μτ„)τ* 
" Ζ , ¿ i ναί+ντ„ + £τ2 
-hm 0M ly_i l±4¥4-l · 
<->-r0 [ u χ ¿¿χ ν ω + ν τ η + ξ τ2 
E i n e u n b e s c h r ä n k t e D i f f e r enz i e rba rke i t d e r T e m p e ­
r a t u r e n 0M u n d dR m u ß in (146) u n d (147) v o r a u s ­
g e s e t z t w e r d e n . Diese B e d i n g u n g s c h r ä n k t d ie A n ­
w e n d b a r k e i t d e r b e i d e n A u s d r ü c k e w e i t g e h e n d ein . 
M a n b e n u t z t d iese zwe i t e M e t h o d e ( R e i h e n e n t w i c k ­
lung) , d a m a n d o c h b r a u c h b a r e N ä h e r u n g s f o r m e l n z u r 
B e s t i m m u n g d e r e r s t e n R e s i d u e n d e r Ü b e r t r a g u n g s ­
f u n k t i o n e n b e k o m m t , w e n n m a n m i t d e m E r g e b n i s 
de r e r s t e n M e t h o d e (Res iduen ) ve rg l e i ch t . D a b e i er­
ü b r i g t s ich die B e s t i m m u n g d e r W u r z e l n d e r Gl . (107), 
d ie n u r e t w a s m ü h s a m n u m e r i s c h m i t Hi l fe v o n Besse l ­
F u n k t i o n s t a f e l n m ö g h c h i s t . 
A u s (129) g e h t h e r v o r , d a ß es a u s r e i c h e n d i s t , n u r 
e ine d e r b e i d e n Ü b e r t r a g u n g s f u n k t i o n e n cpu b z w . φ* 
i n e ine R e i h e z u e n t w i c k e l n , d a d ie Koef f i z i en ten d e r 
a n d e r e n sofor t a u s d e r e r s t e n a n g e g e b e n w e r d e n k ö n ­
D i e R e i h e n e n t w i c k l u n g d e r 9J„­Funkt ion m i t 
e in igen e r s t e n d e r b e r e c h n e t e n Koef f i z i en t en h a t 
fo lgende F o r m : 
9u(s)=d0+Zdnsn, (148) 
n = l 
d 0 = 0 
di = -ϊΤνΙΓϊγ- [(Xw+1 - X) V + Xw] 
d. 
2>(Z — 1 ) 
ν 
X 2 233ρ(χ-1)2 
x[3(Zw+l-z)P2+3(2zw+l-x)P+(%+2)lw)] 
^ = 2 ^ 3 I j r [ 6 ( Z w + l - ^ ) ? ' 3 + 6 ( 3 ^ - 2 z + 2 ) x 
: xp2"+2(x^-5x + 9xw + ^)p-Sxw(x2-x-l)] 
3. Die m a x i m a l e Temperatur des Brennstabes 
bei instat ionären Vorgängen 
3.1. Die Ableitung der Übertragungsfunktion 
der maximalen Temperatur 
D i e m a x i m a l e T e m p e r a t u r d e s B r e n n s t a b e s i s t 
e ine r d e r G r e n z w e r t e für d ie A n l a g e . I h r d a z u g e h ö r i ­
ger G e f ä h r d u n g s w e r t w i r d j e n a c h A r t d e s m u l t i ­
p l i z i e r enden M e d i u m s a n g e g e b e n , z . B . S c h m e l z ­
t e m p e r a t u r d e s U 0 2 Ä 2750° C. 
I m v o r h e g e n d e n w i r d a u s d e r p a r t i e l l e n Diffe­
r e n t i a l g l e i c h u n g d e r W ä r m e l e i t u n g (1) m i t g l e i chen 
A n f a n g s ­ u n d R a n d b e d i n g u n g e n wie i n 1.1 e in e x a k t e r 
A u s d r u c k für d ie m a x i m a l e B r e n n s t a b t e m p e r a t u r 
g e s u c h t . 
S e t z t m a n in Gl. (7) r = 0 u n d b e z e i c h n e t 
0 (r,s)\r=o=0m(s) 
a ls m a x i m a l e T e m p e r a t u r d e s B r e n n s t a b e s , so be ­
k o m m t m a n fo lgenden A u s d r u c k : 
W(s) 
sVuCu ~~ 7 0 ( l / v ã ) ­ l 
7„(T/vá) θ « (β) - . .„i. . 0r(s). (149) 7 η (l/v a) — 1 'K ' K ' 
( I 4 7 ) U m 0r (s) u n d Wis) sVucu 
in d e r l e t z t e n G l e i c h u n g d u r c h 
0u(s) u n d 0R(s) z u e r s e t z e n , b e n u t z t m a n d ie G in . (9) 
u n d (12). D i e E l i m i n a t i o n e r g i b t : 
0m(8)=0u(8) + 
+ — 271(l/va)—"[/va pv X a 7^1/va) yvsia(yvs) — 2 1 
x[0u(s)-0R(s)]. 
D i e h i e r a u f t r e t e n d e Ü b e r t r a g u n g s f u n k t i o n 
2I1(p~s) —p~s 
(150) 
<Pm(s)-- yvsl0(y-vs) _ 2 ( 1 ­ ­Ç­ a) Ix(pS) 
(151) 
h a t d ie g le i chen P o l e wie d ie F u n k t i o n 93(5). 
D i e Gl. (150) i s t p h y s i k a l i s c h l e i ch t i n t e r p r e t i e r b a r . 
I s t d ie B e d i n g u n g (39) erfül l t , so k a n n m a n cpm i n e ine 
P o t e n z r e i h e n a c h s e n t w i c k e l n , d . h . 
9Us)=co + Z V"· 
n=l 
(152) 
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Ihre ersten Glieder ergeben sich wie folgt: 
1 (2p+ l )v n , <Pm(t>) 
Aus 
" (p+1) 233(p + l)2 ' 
(7p2 + 7p + 3);.2 _ 
"t" 2 7 3 2 (p+l ) 3 
__ (117p3 + 173p2 + 125p + 39)v3 
2"325(p + l)4 
l im Wm (S)=-. r-TT-
s^o r m w (P + 1) 
(153) 
(154) 
erfolgt die stationäre Lösung von (150) 
Øm(0) = Øu(0)+-^llf[Øu(0)-0R(0)], (155) 
was dem Laplace­transformierten Ausgleichszustand 
entspricht. 
3.2. Rücktransformation der instationären 
Maximaltemperatur des Brennstabes 
Zum Zwecke der Rücktransformation der Über­
tragungsfunktion wird eine Partialbruchreihe an­
gesetzt : 
>i ,«m(a) φ,,Λβ) ■dQ+ Σ 
a + VmM 
(156) 
mit 
μ,η (s) = 2 h Oj ν s ) ­ \/v s und ψηι (s)=yj(s) 
aus Gl. (20). 
Die Koeffizienten d„ bekommt man aus 
<*„ = dyi(s) 
ds 
(157) 
Durch Umformung ergibt sich 
8 [2Λ(ρ„)-ρ„]ρ.ί 
d, V [(Ρ+ 4) ρ,2 - 8]Λ(ρ„) + ρ„[ρρ2 + 4] J0(Qu) 
(15S) 
Benutzt man die Bestimmungsgleichung (22), so er­
hält der Ausdruck (158) eine ganz einfache Form: 
Qn 
Ji(Qn) 
v ( P + l ) , , ω , I H Qñ 
(159) 
Zur Bestimmung des Koeffizienten d0 benutzt man 
(154), (156) und (159). Das Ergebnis lau te t : 
Qn 
1 2 γ _ 
+ i " p+i ¿ i Λ 
Λ (e«) 
+ — e« | cr­
ii 60) 
Die Greensche Funktion der maximalen Tempe­
ratur des Brennstabes wird mit Gm(t) bezeichnet: 
Gm(i)=e­i{cpm(s)}. (161) 
Die rücktransformierte Gl. (150) erhält durch Aus­
führung der Faltungsoperation die Form: 
0m (t) = Θ« (t) + -—γ [Θ» (i) ­ 0Ä (<)] 
ön 




Benutzt man die Temperaturfunktionen 7^(i) wie in 
(48), so kann der Lösung (162) nach Umformung ihre 
endgültige einfache Form gegeben werden: 
9m (0 = Qu (0 + ^ y [du (0 ­ β« (i)] + 




Aus (163) ist zu ersehen, daß man bei instationären 
Vorgängen nicht nur mit dem üblichen „stationären 
Anteil" der maximalen Temperatur 
öms(t) = Ou(t)+ — ¡ - [ M O - MO] (164) 
rechnen darf, sondern das Differentialgleichungs-
system (163) zu verwenden hat , das die physikalischen 
Vorgänge exakt beschreibt. Man wird sich bei der 
Anwendung auf einige wenige Differentialgleichungen 
beschränken. Den durch die Vernachlässigung der 
resthchen Differentialgleichungen gemachten Fehler 
kann man mit beliebiger Genauigkeit abschätzen. 
Es wird noch auf das Auftreten des Ausdruckes 
°V 
Qn 1 (165) 
in (163) hingewiesen, der die Vorzeichenänderung der 
einzelnen Summanden zur Folge hat . Die Folgerung 
daraus ist, daß bei der Wahl der Anzahl der Glei-
chungen im System (163) die letzte Temperaturfunk-
tion mit positivem Vorzeichen versehen sein soll, da 
man sich nur dann auf der „sicheren Seite" der Ab-
schätzung befindet. 
Anders war das Verhalten des Ausdruckes (47), 
wo es sich um eine monotone Konvergenz an den 
exakten Wert handelte. Im Falle der für die Maximal-
temperatur auftretenden alterierenden Konvergenz 
erhöht zwar auch jeder Summand die Genauigkeit, 
doch ist zu beachten, daß jeder zweite Summand eine 
Näherungslösung auf der „unsicheren Seite" ergibt. 
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